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� ��#���
�� �������� ��	
�

$�� �����	������ 	�� ���� �� ������� ���� ��
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� ���� �������� ���� *+, ����� ��	
���� -./ ���  ���� �����"
	
���� -0/� ��	������ �
� ����
�	�� ��������� ��� �������	� ���������� ���� �
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π =
s0 s1 s2 s3 s4 · · ·

e[π] =
t0 t1 t2 t3 t4 · · ·

c =
c(t0) c(t1) c(t2) c(t3) c(t4)

· · ·
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�� ���������� �
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 c ����� e[π]
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�� ������ π = s0 �−→ · · · ��� ��������� �� ���� π : N → Σ �
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 ������� ������ 	��
 �
� ������������� ����� �� �
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�� ���
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������ ������� �� length(π)# ���
 �
�� "$# π(n−1) �= o ��� "%# ∀k ≥ n.π(k) = o�
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�� ������ �
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� ����� ����������

��������� �	 ����� � ����� π ∈ O(P )� �� ��������� e �� π �� � �������� e[π] :
N → R≥0 ���� ���������� ���� ����� π(i) �� π ���� ��� ��	� ������� e[π](i) ∈ R≥0

�� ����� �� �������

)��� �
�� ���
 ����� π ��� 
��� ���� ���������� e[π]� ���
 ��� ��������
������ �� ��(����� ���� ��������� *��� �
� ��������� �� � ����� e[π] 
�� ���� �����
	� ��� ������� �
� ������ �� ���������� ���������� �
�� ������ ����
��������
	��
 ������ +
� ������� �� 
����� , ����������� �
�� ����
����������� +
� �����
��	 �
�	� �
� ������ �� ����� π = s0 �−→ · · · � +
� ������ ��	 �
�	� �
� ����
�������� 	��
 ���
 ����� si ���������� �� ����� �� e[π] 	��
 �
� ���� ������� 	
��
�� ������� 
������� �
� ��	��� ��	 �
�	� �
� ��������� �� ���������� �������� c ��
����� ��� ��� ����
���������� 	��
 e[π]�

�� ��� ��������� �� ������ "������ �
� ������# �� ��������� �
� ������� ��
���� ������ ���������� ��������� �
���� �� ��������� +� �� �
��� 	� ��� ��������
�������� ���������� �� -$./ 	
��
 	��� ����	 �� �� ���� ������ ��������� �� �
�
�������� ��� ���������������� ����������� +
� ������ �� �������� ����� �� �
� ���
�� ���� ��������� Intv ������ �� {[t1, t2]|t1, t2 ∈ R, t1 ≤ t2}� &� �������� ��������

v �� � �������� v : Intv → R �
�� ���������� ���
 �������� 	��
 � ���� �������
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��� ������	
� � 	��������� 
������
 c : R≥0 → R ��� �� ���� 	
 ����� ��	�
���
��
������� ���� �� diff�c : Intv → R ����� �� diff�c([t1, t2]) = c(t2)− c(t1)�

�� ��� �
��	
��	 �������� �	
�������� ����
����� �

��
	��� 
� ��	�
���� ��
����� � ��	 
� ��	�
��� ��
������� 
���	�
���� �

���� 
��
�	

� ��� 
��� �
��	��	��
�

 ���	����� �� K �� � �
��	��	� diff�c ≤ K : Intv → {true, false} ������ 	��
�

��
	� 
� 	��� ��	�
���� [t1, t2] 	��	 �� 	
�� �� c(t2)− c(t1) ≤ K�

����� � 	
��� π ��� �� ��	�
��� 
� ��	�
�� �����
� [i, j]� �� ���
	� ��	�
π ↓ [i, j] 	�� �	�	� ��	�
�������	
��� 
� π �

� �	�	� π(i) 	
 π(j)� ������
��� �����
�� � ���	�
� e 
� π� e[π] ↓ [i, j] 
��
����	� 	�� 	��� ��	�
��� [e[π](i), e[π](j)] �

�
	�� �
��	�
� 
� �	�	� π(i) 	
 	�� �
��	�
� 
� �	�	� π(j) �� � ���	�
� e[π]� !����
�	�	� ��	�
���� ��� � ���	�
�� 
� 	
���� �

���� 	��� ��	�
���� 
� ����� �� ���
������	� ��	�
��� � �
����
�� ���� �� diff�c ≤ K�

�� �
� � ����� �
� ����� 
������� �
� ���� 	
 �
��	
��	 �	�	� ��	�
�����
����� 	�� ��	 
� �	�	� �

����� Prop� �� ���� 
��
������� ��������� 	
 � �
����
��
���� �� [p, q] ��	� p, q ∈ Prop� �� � 	��� 	�� ��	�����	�
� 
���	�
� |= 
� �	�	�
��	�
���� �� �
��
���

��������� �	 ����� � ����� π ��� �� �������� �
 ������� ������� I = [i, j]� ��
��� ���� ��� ����� �������� π ↓ I �������� [p, q]� ������� �� π ↓ I |= [p, q]� �� ���

�������� ���������� ����� ��� π(i) |= p� � � foralli < k < j.π(k) �|= q� ��� �!�
π(j) |= q" #��� ��� [i, j] �� � ����� �������� �
 π ���� ���� π(i) �������� p� ���
π(j) �� ��� ���� ����� �
��� π(i) ���� �������� q"

"� 	�� �
��
����� �� ������ 	��	 	�� ������ �	�	� o ��	����� �
 �

���� 
�
Prop� 	��	 ��� ∀p ∈ Prop.o �|= p�

#
�� ����� � 	
��� π ��� � �

�
��	�
� ��	�
��� [p, q]� �� ���
	� ��	� π ⇓ [p, q]
	�� ���	� ��$����� 
� �	�	� ��	�
���� 
� π� �
�		�� �� I0 · I1 · · · Im−1� 	��	 ��	����
[p, q] �� 	�� ����� ��
�� ����
����� 	��	 ��� ∀0 ≤ i < m.π ↓ Ii |= [p, q]�

����� p ∈ Prop� � ���	� 	
��� π 
� ����	� n� ��� k ≥ 0� π ↓k p �� 	�� �
�	
�	�	� 
� π 	��	 
���
� ��	�
 %���������& π(k) ��� 	��	 ��	����� p� �� �	 � ��	�� 


����
� ∞� 
	��
�����

����� � ���	� 	
��� π� ��� 	�
 �	�	� �

����� p, q� �� ���
	� ��	� π ⇓ [p, q]
	�� ��$����� 
� �	�	� ��	�
���� ��	�
����� �� p, q�

!���� 	�
 �	�	� �

����� p, q ∈ Prop ��	�
���� � ��$����� 
� �	�	� ��	�
����
π ⇓ [p, q] = I1 · · · In �� π 	��	 ��	���� [p, q]� �� ��� � 	��� 	��� �����	�
� 	

� ���	�
�� e 
� π �� e[π] ⇓ [p, q] = e[π] ↓ I1 · · · e[π] ↓ In�

!�� �
��
���� �����	�
� �	�	�� ���� �� � ���	�
� e 
� � 	
��� π ��	����� ��
��	�
��� � �
����
� Φ ���� �� diff�c ≤ K�

��������� 
	 $�� Φ ��� [p, q] �� �� �������� �	
������� ��� � ����� 
��
�������
��������� ���
��������" $�� e �� �� �	������� �
 � ����� ����� π" #���

�" %� ��� ���� e[π] �������� Φ �� ��� ���� ��������� ���������� �� [p, q]� ���
������ �� �� e[π] |= [[Φ]][p,q] �� e[π] ⇓ [p, q] = T1 · · ·Tn ���� n > 0 ��� Φ(T1)
�����"

 " %� ��� ���� e[π] �������� ∃Φ �� ��� ���� ��������� ���������� �� [p, q]� ���
������ �� �� e[π] |= ∃[[Φ]][p,q] �� e[π] ⇓ [p, q] = T1 · · ·I n ���� n ≥ 0 ���
∃1 ≤ i ≤ n.Φ(Ti) �����"
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�� �� ��� �	�� e[π] ���
���� ∀Φ �
 �	� �
�� 

������� ������

�� �� [p, q]� �
�
��
��� 
� �� e[π] |= ∀[[Φ]][p,q] 
� e[π] ⇓ [p, q] = T1 · · ·Tn �
�	 n ≥ 0 �
�

∀1 ≤ i ≤ n.Φ(Ti) 	�����

���� ��� �� 	
	����
� e 
� ����	 π ������	� �
����� ��� [[Φ]][p,q] �� ��	 ����
���	 ���	���� �	�	����	� �� π ⇓ [p, q] ��� e ������	� Φ� ��� ∀[[Φ]][p,q] �� ��� ��	
���	 ���	����� �	�	����	� 
� π ⇓ [p, q] ��� e ������� Φ� ∃[[Φ]][p,q] �� � ����	 ���	����
	
���� �� ��	 �	��	��	 e[π] ⇓ [p, q] ���� ������	� Φ� �	���� ���� �� I = [i, j] �� �
����	 ���	���� 
� π� e(π)(I) �� ��	 ���	 ���	���� [e(π)(si), e(π)(sj)]�  
� �������	�
�� Φ = diff!c ≤ K� [[Φ]][swifi,ewifi] 	��������	� ���� ��	 ���	 ���	���� �	�	����	�
�� ��	 ���� ����	 ���	���� 
� "���� [swifi , ewifi ] �
��� ���� ������� Φ�

��	 ���	���� #�
#	���	� #�	�	��	� ��� �	 ��������	� ���
 $�$ �
������ �

�	 �����%	� �� � �
�	� ��	�&	�� '� �� 	
��#�	� "	 �	
� 	
#���� �
" �
�����
[[Φ]][p,q] �� ��������	��

'����	 ���� Φ(p, q) �� �	��	� �� Φ(p, q) ≡ p ∧ (¬q U (q ∧ Φ)) (�������	���
Φ(p, q) �� ��	 $�$ �	#�	�	�����
� 
� #�
#	���) �p 	���� �
 �	� �����
� ������ q
�
�� �� ���� 

 � ������ ����� �
�� �� �	�� ����
�� �	� �
�� 

������ ������

��

�� p �
� q �
�� ���
��� Φ��
��	 $�$ �#	�������
� 
� [[Φ]][p,q] �� [[Φ]][p,q] ≡ (¬p) U Φ(p, q)� ��	 ���	��	�

�	����* 
� ���� �
����� �� �� �
��
"�� +	 ���� �	���� �
� ��	 ���� ����	 �si� 
�
"���� p �
���� ��	� "	 �	���� �
� ��	 ���� ����	 �
��
"��* si 
� "���� q �
���
�sj�� ��	�	 �"
 ����	� si ��� sj �	�	����	 � ���	 ���	����� (� Φ �� ���	 
� ����
���	����� ��	� �
����� [[Φ]][p,q] �
���� ,��	�"��	� ���� ��� �� �� �� �
� #
�����	 �

��� 	���	� si 
� sj � 
� �� ��	 ���	 ���	���� �
	� �
� ������� Φ� ��	 �
����� �� ����	�
��	 �
��
"��* �	��	��	 ��
"� � ����	 ���� ������	� [[Φ]][p,q]�

π =
¬p ¬p ¬p p

si

¬q ¬q q ∧ Φ

sj

� ���������	�
�� ��
 ���
�
� ���
���

���� �	���
�� �	�����	� ��	 ��#�	�	�����
� 
� 
�� #�
#
�	� �##�
��� �
� �����%-
��* �
���	 �##������
��� '���
�*� ���� ������	����	 ��� �	 ���#�	� �
� ���	�	��
�
���	 
#	�����* ����	��� �	�	 "	 ���	 �
���	� 
� ��	 ��#�	�	�����
� �
� ���
����� �	���	��  �*��	 . 
�����	� ��	 ���� ��	#� ��� �
�#
�	��� 
� ���� ��#�	-
�	�����
�� "���� ��� �	 �����	� ���
 �"
 *�
�#�) �
�	�-���	� �	�� *	�	���
��
��� ������	 �	�������
��

��� �����	
���� 
��
 ������
��

��	 ���� ���� 
� ��	 #�
�	�� �
������ 
� ��	 *	�	����
� ��� 	
	����
� 
� �	�� ���	��
�������* ��
� � �
�	� 
� ��	 ��	� �	����
�� ��	 ���������� ��	#� ��� �
�#
�	���
��	 ��
"� 
� ��	 �	�� ���� 
�  �*��	 .�  ������� ��	 �	�	�
#	� ��	��	� � �
�	� 
� ��	
��	� �	����
� �
� ��	 �##������
�� �	��* �����%	�� ����* ��	 ���*��*	 �	�����	� ��
/	���
� 0��� �	
���

��������� �

� 1��2 �� ��	� �
 ���� 	��� ��	" ������	
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